
Sémantique  
dénotationnelle

... d’un langage impératif jouet,  
et conséquences



Rappel

• Thm: Les deux propriétés suivantes sont 
équivalentes:

• ρ ⊢ c ⇒ ρ∞ est dérivable [grand pas]

• (c . ε, ρ) →* (ε, ρ∞) [petits pas]

• ⟦c⟧ρ = ρ∞≠⊥ [dénotationnelle].



Equivalence 
contextuelle

• Defn. (c, ρ) ≅ (c’, ρ’) ssi ∀ contexte C,  
       (c . C, ρ) termine ⇔ (c’ . C, ρ’) termine.

• On peut remplacer « termine » par 
certaines autres propriétés, par exemple  
« finit par mettre x à 0 »

• Notion d’équivalence purement 
opérationnelle.  Sera utile dans d’autres 
langages (calculs de processus).



Abstraction complète

• Thm. (c, ρ) ≅ (c’, ρ’) ssi ⟦c⟧ρ=⟦c’⟧ρ’.

• ⇐: par correction et adéquation

• ⇒: soit ρ∞=⟦c⟧ρ≠ρ’∞=⟦c’⟧ρ’,disons ρ∞≠⊥  
… construire C tel que  
     ⟦c; C;⟧ρ≠⊥ et ⟦c’; C;⟧ρ’=⊥: une idée?



Plus faibles 
préconditions

• Defn. Propriété P = fonction : Env → Bool.  
         wp(c)(P) = propriété Q la moins forte  
    t.q. pour tout ρ vérifiant Q, ⟦c⟧ρ vérifie P.

• On peut vérifier que:  
               wp(c)(P)(ρ) = P(⟦c⟧ρ).

• Mais on peut aussi donner une définition 
récursive de wp(c)(P)…



Plus faibles 
préconditions

• wp(c)(P)(ρ) = P(⟦c⟧ρ).

2.3 Plus faibles préconditions, logique de Hoare

Dans le même style d’idée, si nous nous donnons une commande c et une propriété P sur les
environnements — c’est-à-dire fondamentalement juste une fonction de Env vers les booléens,
ou de façon équivalente un sous-ensemble de Env — on peut se demander quels sont les environ-
nements ⇢ tels que JcK ⇢ vérifie la propriété P . (Ce par quoi nous entendons que JcK ⇢ appartient
à l’ensemble des environnements vérifiant P , et est donc un environnement : ceci implique donc
notamment que c termine en partant de l’environnement ⇢.)

Etant donné une propriété P , la propriété d’être un environnement ⇢ tel que JcK ⇢ vérifie P ,
c’est-à-dire tel que P (JcK ⇢) soit vraie, est appelée la plus faible précondition de c établissant P :

wp(c)(P ) = (⇢ 2 Env 7! P (JcK ⇢)).

où l’on note, en général, (V 2 D 7! g(V )) la fonction qui à tout V 2 D associe g(V ). Il est
équivalent de définir :

wp(c)(P )(⇢) = P (JcK ⇢).
En général, JcK ⇢ peut être dans Env, auquel cas P (JcK ⇢) a un sens, ou bien valoir ?, auquel cas
nous conviendrons que P (?) signifie ⌧ faux � (? n’est pas dans l’ensemble des environnements
vérifiant P : ce n’est même pas un environnement).

Il est facile de voir que l’on peut définir wp par récurrence sur la structure de c, directement,
sans faire appel à la sémantique dénotationnelle de c :

wp(x := e)(P ) = (⇢ 2 Env 7! P (⇢[x 7! JeK ⇢]))
wp(skip)(P ) = P

wp(c1; c2)(P ) = wp(c1)(wp(c2)(P ))

wp(if c1 then c2 else )(P ) = (⇢ 2 Env 7!

(JeK ⇢ 6= 0 ^ wp(c1)(P )(⇢))

_(JeK ⇢ = 0 ^ wp(c2)(P )(⇢))

wp(while e do c)(P ) = lfp(Pree,c(P ))

où Pree,c(P ) est la fonction, monotone, qui à chaque propriété Q associe la propriété :

(⇢ 2 Env 7!

(JeK ⇢ = 0 ^ P (⇢))

_(JeK ⇢ 6= 0 ^ wp(c)(Q)(⇢)))

On note ^ pour la conjonction (⌧ et �), et _ pour la disjonction (⌧ ou �). Pree,c définit une
fonction des propriétés vers les propriétés. Les propriétés forment un treillis complet, isomorphe
à P(Env), et l’on peut vérifier que Pree,c est une fonction continue de ce treillis dans lui-même.
Le plus petit point fixe lfp(Pree,c)(P ) s’écrit donc aussi comme la fonction qui à tout ⇢ 2 Env
associe
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où PrePe,c : 
propriété Q ↦ propriété
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wp(c)(P )(⇢) = P (JcK ⇢).
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Calcul des wp

• Syntaxe: formules F (dans une logique 
suffisamment expressive).

• On définit une formule ⟨c⟩F pour chaque 
commande F qui est la précondition 
(syntaxique) de c pour assurer F.

• I.e., on veut ⟦⟨c⟩F⟧ = wp(c)(⟦F⟧).



Calcul de ⟨c⟩F [Dijkstra75]

En pratique, la quantification du second ordre sur 
A est remplacée par quelque chose d’incomplet 
mais de plus pratique.



Logique de Hoare 
[Floyd67, Hoare69]  

(ici, pour la correction totale)

Idée:
{F}c{G}
⇔
F⇒⟨c⟩G

(H :=)
{F [x := e]} x := e {F}

(H skip)
{F} skip {F}

{F ^ e =̇ 0̇} c1 {F
0
} {F ^ e ˙6= 0̇} c2 {F

0
}
(H if)

{F} if e then c1 else c2 {F
0
}

{F} c1 {G} {G} c2 {F
0
}
(H; )

{F} c1; c2 {F
0
}

{I ^ e ˙6= 0̇ ^ e0 = x} c {I ^ e0 � x}
(H whilet)

{I} while e do c {I ^ e =̇ 0̇}

{G} c {G0
}
(H ))

{F} c {F 0
}

si L ` F ) G
et L ` G0

) F 0

FIGURE 1 – La logique de Hoare pour la correction totale

On peut éviter l’utilisation de quantification 8A, et par exemple se ramener à l’utilisation
d’une logique du premier ordre, en utilisant les triplets de Hoare. L’exercice 19 en présente la
variante pour la correction totale ; ce vocable recouvre le fait que {F} c {F 0

} signifie que partant
d’un environnement ⇢ satisfaisant F , c termine en produisant un environnements satisfaisant F 0.
S’y oppose la notion de correction partielle, où l’on omet la terminaison.

Exercice 19 (Logique de Hoare, correction totale) On se fixe une logique L disposant des ex-
pressions atomiques e =̇ 0̇, e ˙6= 0̇ pour chaque expression e de IMP, de la disjonction et de la
conjonction. (Noter qu’on n’aura pas besoin de la quantification du second ordre 8A. . . ni même
d’aucune quantification. On n’a pas besoin de négation non plus, même si nous allons utiliser
l’implication ) plus bas.)

Un triplet de Hoare est une expression de la forme {F} c {F 0
} où F , F 0 sont des formules

de L et c une commande. Il est valide pour la correction totale si et seulement si F ) hciF 0

est prouvable dans la logique L. Dans la règle (H; ), G est une formule arbitraire (à deviner, si
l’on part de la conclusion). Dans la règle (H whilet), I (l’invariant de la boucle) est aussi une
formule arbitraire, e0 est une expression arbitraire de la logique (le variant ; c’est une expression
de la logique, qui peut inclure davantage de constructions que les expressions de programmes),
et x est une variable fraı̂che (n’apparaissant pas dans I , e, e0). De plus, � est une relation binaire
définissable dans la logique L, et que l’on peut montrer bien fondée, c’est-à-dire qu’il n’existe
aucune chaı̂ne infinie décroissante v1 � v2 � · · · � vn � · · ·. La règle (H )) est la règle de
conséquence. On notera L ` F ) G pour dire que G est conséquence logique de F dans la
logique L.
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Passage à la 
continuation

• On s’aperçoit que, dans wp(c)(P), P peut 
être de type Env → Ans plutôt que Env → 
Bool.

• Traditionnellement on le note alors 
κ : Env → Ans

• C’est une continuation: dit quoi faire de 
la valeur obtenue à la fin du calcul.



Passage à la 
continuation

• Soit Ans un dcpo pointé quelconque.

ρ↦ρ si ⟦e⟧ρ=0,  
     ⟦c⟧κρ sinon

dans [Env → Ans]



… donne des idées de 
nouvelles constructions
• (Scheme)  

⟦callcc k in c⟧κρ = ⟦c⟧κ(ρ[k↦κ])  
⟦throw e arg⟧κρ=κ’(⟦arg⟧ρ) où ⟦e⟧ρ=κ’

• (Qu’est-ce que ça fait?)

• Exemple plus simple: traitement 
d’exceptions, voir notes de cours.


