Semantique
denotationnelle

... d’un langage imperatif jouet,
et conséquences



Rappel

® Thm: Les deux propriétes suivantes sont
equivalentes:

® D C= P est derivable [grand pas]

® (c.& p) 2™ (g Ppw) [petits pas]
® [clp = po* L [denotationnelle].



Equivalence
contextuelle

® Defn. (¢, p) = (¢, P) ssi V contexte C,
(c.C p) termine & (c’. C, p’) termine.

® On peut remplacer « termine » par
certaines autres propriétes, par exemple
« finit par mettre x a 0 »

® Notion d’equivalence purement
operationnelle. Sera utile dans d’autres
langages (calculs de processus).



Abstraction complete

® Thm. (¢,p) = (¢, p’) ssi [clp=[c1p’.

® <=:par correction et adequation

® =:s0it Po=[clpFpP w=[c’]p’,disons PpeF L

... construire C tel que
[c; Clp#L et[c;Clp’=L:une idee!



Plus faibles
preconditions

® Defn. Propriete P = fonction : Env — Bool.
wp(c)(P) = propriete Q la moins forte
t.q. pour tout P verifiant Q, [c]p verifie P

® On peut verifier que:

wp(c)(P)(p) = P([cIp).

® Mais on peut aussi donner une définition
recursive de wp(c)(P)...



Plus faibles
preconditions

* wp()(P)(p) = P(lclp).

wp(z:=e)(P) = (p € Env— Pplz — [e] p]))

) —
wp(skip)(P) = P
wp(er; e2)(P) = wp(er)(wp(cz)(P))
wp(if ¢; then ¢y else )(P) = (p € Env —

(le] » # 0 A wp(er)(P)(p))
V([el p = 0 Awp(c)(P)(p))
wp(whilee do ¢)(P) = lp(Pre.,)
ou PrePe. :

propriete Q — propriéete (v € Env—
([e] p =0 P(p))
V([e] p # 0 A wp(c)(Q)(p)))



Calcul des wp

® Syntaxe: formules F (dans une logique
suffisamment expressive).

® On definit une formule {¢)F pour chaque

commande F qui est |la précondition
(syntaxique) de ¢ pour assurer F.

® |.e., on veut [{c)F] = wp(c)([FI).



Calcul de {¢)F [pijkstra75]

(x:=¢e)F = Flr.=g¢€|
(skip)F' = F
(cr;e)F = (c){e)F

(if e then c; else o) = (e £0A {e1)F) V(e = 0A (e3) F)
(whileedo ¢)F = VA-((e=0AF)V(e#0A ()A(Z))) = AZ)

En pratique, la quantification du second ordre sur
A est remplacée par quelque chose d’'incomplet
mais de plus pratique.



Logique de Hoare

[Floyd67, Hoare69]

(ici, pour la correction totale)

H = H ski
{F[I::e]}x::e{F}< ) (F) Skip{F}( kip)

{(FAe=0}c {F'} {FAe#0)c {F}
Idée: {F} if e then ¢ elsecy {F'}

{F}c{G} (F} e, (G} {G} e {F'}
= {F} ciyc0 {F'}

F={cG (IThe£0Ne =x}c{INne <z}
{I} whileedoc{I Ae=0}

{G} c{G'}

{F} c{F"}
siLFF =G

et LG = F'

(H if)

(H3)

(H while,)

(H =)



Passage a la
continuation

® On s’aper¢oit que, dans wp(c)(P), P peut
etre de type Env — Ans plutot que Env —
Bool.

® [raditionnellement on le note alors
K :Env — Ans

® C’est une continuation: dit quoi faire de
la valeur obtenue a la fin du calcul.



Passage a la
continuation

® Soit Ans un dcpo pointe quelconque.

k(plz = [e] p])
k()

C |z := €]

C :CB 02:

| kp
C [skip] xp

| rp

C'[if e then c; else 3] kp

C [whilee do ] kp

dans [Env — Ans]

C e (C le2] £)(p)

{
(

[ei] wp st [e] p#0
[e2] kp si [e] p=10

sup Pret (<) ) (0

[c]Kp sinon



... donne des idees de
nouvelles constructions

® (Scheme)
[callcc k 1in c]Kkp = [c]k(p[k—K])
[throw e arg]kp=K'([arg]p) ou [e]lp=K’

® (Qu’est-ce que ¢a fait?)

® Exemple plus simple: traitement
d’exceptions, voir notes de cours.



